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Capitulo 1

Numeros Complejos

Definicion 1.1 Un numero complejo, z, es un numero que se erpresa como z = T + iy o, de
manera equivalente, z = r+yi, donde x € R ey € R. Se conoce ai como la unidad imaginaria,
ademds, i* = —1.

Se denotard con © = Rez la parte real del numero z y con y = Imz la parte imaginaria de
z. Los nimeros complejos de la forma z = x + i0 se denominan reales puros o, simplemente,
reales; y los numeros complejos de la forma z = 0 + iy se denominan imaginarios puros.

Decimos que dos numeros complejos son iguales si y solo si sus partes reales son iguales y sus
partes imaginarias son iguales. En otras palabras, si

z = a+1b, w = c+1id,

z=w,

entonces
a=-c, b=d.

No existe relacion de orden en los numeros complejos; de lo contrario, las conocidas
relaciones de orden que se usan en el caso de los numeros reales no son vdlidas. Usando numeros
reales podemos decir, por ejemplo, que 5 > 3; pero no tiene sentido afirmar que 1 +1i < 2 + 3i.

1.1 Operaciones algebraicas

Podemos sumar,restar, multiplicar y dividir nimeros complejos obteniendo como resultado otro
nimero complejo. Sean z; = a +ib y z9 = ¢ + id nimeros complejos.
La suma de los nameros complejos z1 y zo se define como:

21+ 20 = (a+c)+i(b+d).

La resta de los numeros complejos z1 y 23 se define como:
z1—z2=(a—c)+i(b—d).

La multiplicacion de los niimeros complejos z1 y 2o se define como:

21 - z9 = (ac — bd) +i(ad + be).
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La division de los ntimeros complejos 21 y 22 # 0 se define como:
z_ (ac+bd w bc — ad
. \ 2+ d? A+d> )’
1.2 Representacion geométrica

Se puede establecer una correspondencia uno a uno entre cada nimero complejo z = x + iy y el
punto (x,y) del plano cartesiano zy. De esta forma, cada nimero complejo se puede representar
geométricamente como un punto en el plano cartesiano. Cada vez que utilicemos el plano para
representar un nimero complejo lo denominaremos plano complejo o plano z. En estas cir-
cunstancias, el eje x, o eje horizontal, se llama eje de los nimeros reales, mientras que el eje
1y, 0 eje vertical, se conoce como eje de los nimeros imaginarios.

Otra representacion posible de z en este plano es en forma de vector. Mostramos a z = x + iy
como una linea dirigida que comienza en el origen del plano y termina en el punto (z,y). Asi,
podemos representar un nimero complejo como un punto o como un vector en el plano xy.

1.3 Valos absoluto y conjugado
Definicién 1.2 Se define el valor absoluto del nimero complejo z = x + iy, denotado por |z|,
como
ol = VR
Definicion 1.3 Se define el conjugado del nimero complejo z = x + iy, denotado por z, como
zZ=x—1y.
1.3.1 Propiedades de la conjugacion
Sean z1 y 2z numeros complejos. La siguientes identidas son ciertas.
1. z1 = 1.

2. 21 +20 =71 + 7.

6. ‘2’_1’ = ’2’1‘.

La siguiente proposicién establece una relacién entre el médulo y el conjugado de un nimero
complejo.

Proposicion 1.1 Siz = x + iy, entonces

- 2
2Z = |z|”.
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Demostracion. Se tiene que

2z = (v +iy)(z —1iy)
(2® +y%) +i(yz — zy)
— 2242
= |2]?.

1.3.2 Propiedades del valor absoluto
Sean z1 y 2z numeros complejos. Las siguientes identidas son ciertas.

1. |z] > |Rez| > Rez.

2. |z| > |Imz| > Imz.

3. ‘legy = ’Zl‘ ‘22|.

4. ﬂ = @, zZ9 75 0.
zZ92 ’2’2‘

1.3.3 Desigualdad Triangular

El proceso de sumar el nimero complejo z; = z1 +14y; al nimero complejo z9 = x9 4+ iys tiene una
interpretacion simple en términos vectoriales. El vector que representa la suma de los nimeros
complejos z1 v z2 se obtiene sumando vectorialmente los vectores de z1 y z2; es decir, empleando
la regla del paralelogramo. La desigualdad triangular se puede obtener a partir de este esquema
geométrico. La longitud de un lado cualquiera de un triangulo es menor o igual que la suma de
las longitudes de los otros lados. La longitud correspondiente a z1 + 23 es |21 + 22|, que debe ser
menor o igual que la suma de las longitudes, |21 + |22/

Proposicién 1.2 (Desigualdad Triangular) Siz; y 2o son nimeros complejos, entonces
|Z1+22’ < ’21‘4-‘22’. (1.1)
Demostracion. Se tiene que

|21 + 22]2 = (21 + 22) (21 + 22)
(21 + Z2) (2_1 +Z_2)
2121 + 2122 + 2221 + 2222

= |al+ 2z + 27 + |2
= |al*+ 2z + 2z + |2,

pero

2173 + 2122 = 2Re (2172) < 2|z172| = 2|21 |Z2] = 2|21] |22] ,

luego
21 + 20]? < |21 |* + 2] 22| + |22 = (21| + |22])?,
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de donde se deduce que

|21 + 22| < |z1] + |22],

con lo cual queda establecida la desigualdad triangular. a

La siguiente proposicién es la generalizacién de la desigualdad triangular. En esta proposicién
se indica que la desigualdad triangular se cumple para un numero finito de niimeros complejos.

Proposicién 1.3 (Desigualdad Triangular Generalizada) Sizi,z29,...,2, (n > 2), son ni-
meros complejos, entonces

|21+ 22 4+ 4 2| < 21| + 22| + -+ 2] (1.2)

Demostracion. Realicemos la demostracion por induccién. De la Proposicion 1.2 se tiene que la
desigualdad (1.2) se cumple para n = 2. Supongamos que la desigualdad (1.2) se satisface para
un entero n = k > 2, es decir,

|21+ 22 4+ 2| < 2|+ 22| + 00+ 2] (1.3)

Ahora veamos que la desigualdad (1.2) se satisface para un entero n = k+1. Como 21+ 29+ - -+ 2
es un numero complejo, entonces de la Proposicién 1.2 se concluye que

\(zl + 204+ Zk) + Zk—i—l‘ < ‘21 +2z20 4+ Zk’ + ‘Zk—l—l‘ . (1.4)
De las desigualdades (1.3) y (1.4) se deduce
|21 + 22+ + 2+ 2] < el 4 |zl o+ 2]+ 2e4al,

para todo entero k > 2. Con esto se concluye la prueba de la proposicién. a

1.4 Coordenadas polares

El ndamero complejo z = = + iy # 0 estd representado en coordenadas cartesianas por el par
ordenado (x,y). Este nimero complejo también se puede sepresentar en el plano con las llamadas
coordenadas polares (r,6), donde r = |z| y 0 es el argumento de z.

Definicion 1.4 Para cualquier nimero complejo z # 0, el argumento de z, denotado por arg z,
es el agulo, medido en radianes, que forma z con la parte positiva del eje real. Por lo tanto, tiene
un valor cualquiera de una cantidad infinita de valores reales que difieren entre si en maltiplos
enteros de 2m. Estos valores se pueden encontrar a partir de la ecuacion

tanf = 2
T

El argumento principal de z o valor principal de arg z, denotado por Arg z, se define como
el unico valor de arg z tal que
- < argz < 7.
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Identidades entre argumentos
Sean 21 y zo dos numeros complejos distintos de cero. Las siguientes identidades son ciertas.

1. arg(z122) = arg z1 + arg zs.
21

2. arg <—> = arg z1 — arg zo.
22

Forma polar de un niimero complejo

El ntimero complejo z = x + iy se puede representar como un vector cuyo extremo final tiene
coordenadas polares (r,6). Es facil ver que z = rcosf e y = rsenf. Asi pues,

z = r(cosf + isenf) (1.5)
es la forma polar de un nimero complejo.

Ejemplo 1.1 Utilizando el argumento principal, represente en forma polar al nimero complejo
z=1+1.

Solucion. Se tiene que las coordenadas polares de z = 1 + ¢ son:

r=v2 y 0 = arctan(1) = %

El valor = = es el argumento principal de 1+ 4, ya que pertenece al intervalo (—m,7]. Por lo
tanto, la forma polar de z = 1 + ¢ empleando el argumento principal es:
14+7= \/5(005z +isenz> .
4 4
¢

Por un razonamiento similar al utilizado en el Ejemplo 1.1 se puede verificar que la forma polar
de los nimeros complejos —1+4, =1 —¢y 1 — i es:

—14+i = V2 COS3—7T+isen3—7T ,
4 4
3 3

—1—-7 = \/§<COSZ7T — isen %),
1—2 = ﬁ(cos%—isen%).

1.4.1 Férmula de Euler

Sea z = = + iy un numero complejo cuya forma polar viene dada por (1.5). Escribiendo
¢ = cosf + isen d
y suponiendo que r = 1, se obtiene que '
z=e" (1.6)

que se conoce como férmula de Euler. Sean z; = et 2 Utilizando esta notacién

obtenemos las siguientes identidades:

y 2z = ¢
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1 2122 — e (91+92)
2. i = e 01,
21

3. 2L = ¢il0r62),
z2

Ahora, para cualquier z = r(cosf + isen #) se puede utilizar la férmula Euler para reescribir

a z como:
z = re?
y, ademds, si z1 = €1 y 2 = r9e™2, entonces las siguientes identidades son ciertas:
_ i(01402).
1. 2129 = (rlrg)e’( 1t 2),

2. x = ie‘ml;
Z1 1

<2 T2

3. L _ T i(01-02)

Por lo tanto, la forma polar de z utilizando la férmula de Euler es z = re?, donde r y 6 son sus
coordenadas polares (6 no necesariamente es el argumento principal de z).

1.5 Potencias y raices

Definicién 1.5 (Potencia) Sean z = re’ y n un entero no negativo. La potencia n-ésima de
z, denotada con 2", se define como

2" = r"e™? = ™ (cosnb + isennd) .

Definicién 1.6 (Raiz) Sean z = re? y n un entero no negativo. Las raices n-ésimas de z,

denotadas con z'/™, se definen como
0 + 2k
[uD k=0,1,...,n—1

x 0+ 2k
= {/re’ i _ T <cos [u] + 2sen

n n
donde {/r denota la raiz n-ésima del nimero real r.

Debemos alclarar que el valor de 6 empleado en las definiciones 1.5 y 1.6, es cualquier valor
del argumento de z, no necesariamente es el argumento principal.
Ejemplo 1.2 Calcular (1414)° y (14 14)'/5.
Solucién. Las coordenadas polares de 1 + ¢ son:

r=v2 vy 9:%.

De esta forma,

;57 5 5
\/_ Y1 o= \/—<coszﬂ+isenzﬂ>

V2= V2e

(n/A)42kn < (m/4) —|— 2kw . (7w/4) + 2kw
)

>, k=0,1,2,3,4.
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1.6 Regiones en el plano complejo

En esta parte se estudiaran conjuntos especiales de niimeros complejos, o puntos, y la proximidad
de unos a otros.

Definicién 1.7 (Vecindad) El conjunto de puntos
B(z0,e) ={z: |z — 20| < &},

para cada punto zg y cada € > 0, se denomina vecindad de zy, que consta de todos los puntos
situados dentro de la circunferencia de centro zy y radio €.

Definicién 1.8 (Conjunto abierto) Se dice que un conjunto de nimeros complejos S es abier-
to si para cada z € S existe una vecindad de z, B(z,¢€), tal que B(z,e) C S.

Ejemplo 1.3 El conjunto |z| < 1 es abierto. En efecto, es posible trazar una vecindad B(z,¢)
alrededor de cada uno de sus puntos de tal forma que todos los puntos de B(z,e) pertenecen al
conjunto |z| < 1.

Definicién 1.9 (Frontera de un conjunto) Sea S un conjunto de nimeros complejos. La
frontera de S es el conjunto formado por los puntos z (no necesariamente pretenecientes a S)
tales que B(z,e) NS # 0, para todo € > 0; en otras palabras, todas las vecindades de z contienen
puntos de S y puntos que no estan en S.

Ejemplo 1.4 El conjunto |z — 1| =1 es la frontera del conjunto |z — 1] < 1.

Definicién 1.10 (Punto de acumulacién) Sea S un conjunto de nimeros complejos. Se dice
que zg es un punto de acumulacion de S si toda vecindad de zg contiene por lo menos un punto
de S diferente de zg.

Definicién 1.11 (Conjunto cerrado) Se dice que un conjunto de nimeros complejos S es ce-
rrado, si todos sus puntos de acumulacion pertenecen a €l. FEquivalentemente, S es cerrado si
contiene a su frontera.

Ejemplo 1.5 El conjunto |z| <1 es cerrado.

Definicién 1.12 (Conjunto conexo) Se dice que un conjunto de nimeros complejos S es cone-
zo, si dados dos puntos cualesquiera de S, existe una trayectoria formada por segmentos de recta
que los une y cuyos puntos pertenecen todos a S.

Definicién 1.13 (Dominio) Se dice que el conjunto de niimeros complejos S es un dominio, si
S es abierto y conexo.

Ejemplo 1.6 El conjunto |z| <1 es un dominio.

Definicién 1.14 (Conjuntos acotado y no acotado) Se dice que un conjunto de nimeros
complejos S es acotado, si existe un niumero real R > 0 tal que todo punto de S queda dentro de
la circunferencia |z| = R. Por el contrario, si |z| > R para todo R > 0 y algin z € S, se dice que
S es no acotado.

Ejemplo 1.7 El conjunto que consiste en el cuadrado 0 < Rez <1, 0 <Imz < 1, es acotado.
La franja {z : Rez < 3} es un conjunto no acotado.




