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Tema 6

Polos y Residuos

6.1 Puntos singulares aislados

Definicién 6.1 (Punto Singular Aislado) Un punto zg € C se dice que es un punto singular
aislado de una funcion f(z), si éste es singular y, ademds, existe una vecindad de zy en todo
punto de la cual f(z) es analitica excepto en ese punto.

Ejemplo 6.1 Encontrar los puntos singulares aislados de la funcion f(z) = sen;
Z [e—
. . . . sen z
Solucion.  Se tiene que z = 2 es el tnico punto singular de f(z) = 5 dado que f(z) es el
Z J—
cociente de las funciones enteras fi1(z) =senz y fa(z) =2 — 2,y 2 = 2 es el tnico cero de fa(2).
Luego, z = 2 es un punto singular aislado. &

6.1.1 Tipos de singularidades aisladas

Sea
o0 o0 b
z) = an (z — 20)" + S L 6.1
1&)=L enle =)+ 30 s (61)
el desarrollo de Laurent de f(z) alrededor del punto singular aislado zg.

Definicién 6.2 (Parte Principal) La parte del desarrollo de Laurent de f(z) que posee poten-
cias negativas de z—zy se denomina parte principal de f en zg. En otras palabras, > 7, (Z_b#)n
es la parte principal de f en zg.

1
Ejemplo 6.2 Determine la parte principal de f(z) = ﬁ en cada uno de sus puntos singu-
z(z —
lares.
1
Solucion. Los puntos singulares aislados de f(z) = ﬁ son z; = 0y 29 = 1. El desarrollo
z(z —

de Laurent de f(z) alrededor de z; =0 es
f(z):—iz”_l—l—l, 0<|z| <1
n=1 o

1
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1
de donde se deduce que la parte principal de f(z) en z; = 0 es: <——>.
z

Por otra parte, el desarrollo de Laurent de f(z) alrededor de zo = 1 es

o0

1
— )z -—1)"t —— -1 <1
A= 3G e o<l
. . 1
de donde se deduce que la parte principal de f(z2) en 29 = 1 es: <—z — 1>- %

Definicién 6.3 (Polo de orden m) Sea zy un punto sigular aislado de una funcion f(z). Se
dice que zy es un polo de orden m de f si el desarrollo (6.1) toma la forma

s b1 b2 bm
z) = an(z —20)" + + +oo 6.2
7(2) ;::0 (=) (z—20) (2~ 20) (z —20)™ (©2)
donde by, # 0 y byyr1 = bpro = -+ = 0. En otras palabras, la parte principal de f en zy posee

el coeficiente by, # 0 y los siguientes coeficientes son cero. Los coeficientes anteriores a by, no
necesariamente son nulos, pero pueden serlo. Cuando m =1, zy se denomina polo simple.

La definicién anterior nos indica que para determinar si zp es un polo de f(z), se debe observar
el desarrollo de Laurent de f(z) alrededor de zy. Pero, este procedimiento no es practico. Existen
otros procedimientos mas adecuados para verificar si un punto es o no un polo. El siguiente
teorema nos muestra un procedimiento para verificar si un punto es un polo sin construir su serie
Laurent.

Teorema 6.1 Si f(z) tiene un polo en zy, entonces lim,_,,, | f(z)| = co.

Demostracion. Sea f(z) una funcién con un polo de orden m en zp. Luego el desarrollo (6.1)
toma la forma

by n by n . b
z—z2) (2—20)2 (2 — 29)™’

£ =D anle = 20)" +
n=0

donde b, # 0. Multiplicando ambos lados por (z — z9)™ tenemos

(Z - ZO)mf(Z) = Z an(Z - Zo)n+m + bl(Z — Zo)m_l + b2(z — zo)m_2 + -+ by

n=0

Del resultado anterior tenemos

lim [(z — 20)" f(2)] = bn.

z—20

Como |(z — 29)™| — 0, cuando z — 2, la ecuacién enterior indica que lim,_,,, |f(z)] =oc0. O

El teorema anterior no solo nos permite identificar si un punto es un polo, sino también el
orden del mismo. Basdndose en este teorema, las siguientes reglas nos permiten identificar el
orden del polo.
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Regla I  Sea zy un punto singular aislado de f(z). Si existe el

lim [(z — 20)™ f(2)]

Z—20

y si dicho limite no es cero ni infinito, entonces f(z) tiene un polo de orden m en z.

Regla IT Si el polo de f(z) en zy es de orden m, entonces

i [~ 20" = { O 02

z—20 o0 n<m.

1

Ejemplo 6.3 Sea f(z2) = oD

. Probar que 0 y 1 son polos simples de f(z).

L
z(z—1)

Solucion. Veamos que z; = 0y zo = 1 son polos de f(z) = . Se tiene que

lim [ f(2)] = l{{%m

1
-~ lim, (22 — 2)]
1

= — = 00.

0

Por tanto, z; = 0 es un polo de f(z). Por el mismo razonamiento se llega a que z3 = 1 es un polo
de f(z). Veamos ahora de que orden son estos polos. Sea m un entero positivo. Asi,

0 m>1
m—1
li m =1 = =
zli%z f(Z) zli% Z— 1 mn 1
oo m<l1,

lo cual implica que z; = 0 es un polo simple de f(z). Por un razonamiento similar se llega a que
zo = 1 es un polo simple de f(z). &

Es tan comtn encontrarse con problemas en los que se quiere determinar el orden de los polos
de una funcién de la forma f(z) = p(2)/q(z), que les dedicaremos una atencién especial. El
siguiente teorema nos permite identificar si un punto es un polo y, ademds su orden, para una

funcién f(z) = p(z)/q(2).

Teorema 6.2 Sea zp € C. Sea f(z) una funcion tal que f(z) = p(2)/q(z), donde p(z) y q(z) son
analiticas en zo y p(z0) # 0. Entonces, zy es un polo de orden m de f, siy sdlo si,

4(20) = ¢'(20) = -~ = ¢""(2) =0

q(m)(zo) £ 0.
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Demostracién. Supongamos que p(zo) # 0, ¢(20) = ¢'(20) = --- = ¢V (20) = 0y ¢""™(2) # 0.
Si p(z) v q(z) son analiticas en zg con p(zg) # 0y q(z9) = 0, entonces zy es un punto singular
aislado de f(z). Por otra parte, como ¢(z) es analitica en zg y ¢(20) = ¢ (20) = --- = ¢V (20) =

0y ¢ (z) # 0, entonces el desarrollo de Taylor de ¢(z) alrededor de zy es

o
E an(z — 2p)",
n=m

luego,

Q() = Qm + Z anz_ZO m’

(Z - ZO n=m-+1

por tanto,
lim 7(](2’)

= am # 0.
z—20 (Z — Zo)m “ 7&

De esta forma,

lim [(z — 20)" f(2)] = <hm p(z)> <lim M)

z—20 z—20 z—20 q(z)
p(z0)
= # 0,00
A,
Lo cual indica que zg es un polo de orden m de f(z). O

z
e .
son polos simples.
z

Ejemplo 6.4 Verificar que todos los puntos singulares aislados de f(z) =

Solucidn. Se tiene que

donde
p(z) = €* y q(z) = senz.

Ahora, los puntos singulares aislados de f(z) son
Zn =NT n=0,%+1,£2, -

De esta forma, p(z,) # 0, ¢(zn) = 0y ¢'(2) # 0, para todo n. Por tanto, z, es un polo simple
de f(z) para todo n. O

Definicién 6.4 (Punto Singular Esencial) Sea zy un punto singular aislado de una funcién
f(2). Se dice que zy es un punto singular esencial, si la parte principal de f en zy tiene un
numero infinito de términos diferentes de cero.

De la definicién de punto singular esencial, se deduce que zy es un punto singular esencial de
f(2), sty sélo si, lim,_,,, f(z) no existe (ni finito ni infinito). De esta forma, para determinar si
un punto singular aislado 2y es 0 no un punto singular esencial de f(z), no es necesario construir
el desarrollo de Laurent de f(z) alrededor de z.
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Ejemplo 6.5 Demostrar que zo = 0 es un punto singular esencial de f(z) = el/z.

Solucién. El desarrollo de Laurent de e!/# alrededor de zy = 0 es
=1
1/z _
el =14 EOW para todo z tal que |z| > 0.

Observamos que la parte principal posee infinitos coeficientes distintos de cero, por tanto, zg = 0
es un punto singular esencial de el/%.

Otra manera de ver que zp = 0 es un punto singular esencial de e/, es probar que el
lim,_.o e/# no existe. Sinos acercamos al origen por la recta y = 0, > 0, vemos que f(z) = el/w
crece sin limite cuando x — 0. Pero si nos acercamos al origen por la recta z = 0, tenemos que
f(z) = e = cos(y~!) —isen (y~ 1), que es un nimero complejo de médulo 1 para todo valor de
y. Por lo tanto, el lim,_.g el/% no existe. &

Definicién 6.5 (Punto Singular Removible) Sea zy un punto singular aislado de una fun-
cion f(z). Se dice que zy es un punto singular removible, si todos los coeficientes de la parte
principal de f en zy son cero.

Si 2z es un punto singular removible de f(z), el desarrollo (6.1) toma la forma

f(z)= Zan (z—20)"
n=0

de donde se deduce que
lim f(z) = ao.

z2—20

Por lo tanto, para determinar si un punto singular aislado zy es un punto singular removible de
f(2), basta con verificar que el lim,_,., f(z) existe y es finito.

sen z
Ejemplo 6.6 Verificar que zg = 0 es un punto singular removible de f(z) = .
z

Solucion. Se tiene que

. senz .

lim = limcosz =1,

z—0 z z—0

. . sen z
por tanto z = 0 es un punto singular removible de f(z) = . &
z

6.2 Residuo

Definicién 6.6 Sea f(z) una funcion analitica sobre un contorno cerrado simple C' y en todo
punto interior a C, salvo en zy. El residuo de f(z) en zp, que se denota por Res|[f(z)] estd
definido por

z=z0’

Res [f(2)],—., = L /Cf(z)dz.

" 2mi

El siguiente teorema describe la relacién que existe entre Res [f(2)] y una serie de Laurent

para f(z).

2=20
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Teorema 6.3 El residuo de la funcion f(z) en el punto singular aislado zy es igual al coeficiente
de (z — z9) ™! en la serie de Laurent que representa a f(z) en una region anular dada por

0<l|z—2| <
para cierto numero real r > 0.

Demostracion. Debido a que zp es un punto singular aislado de f(z), existe un nimero r > 0
tal que f es analitica en cada punto z tal que 0 < |z — 29| < r. En ese dominio la funcién f esta
representada por la serie de Laurent

o0 [e.e]
= E an(z — z0)" + E
=0 Z Z(]

n=1

Sea C' la circunferencia |z — 29| = R < r. Asi,

Res[f()],_, = m/ je

n bn
= 27” [Z an — Z()) + Z m] dz

= [Z /z—zo"dz—i—Zb/ Z_ZO) dz]. (63)

Se tiene que

/C(z—zo)"dz:{ 0. n7 -l . (6.4)

2m n=-—1

De las ecuaciones (6.3) y (6.4) se deduce que
Res [£(2)].s, = b1
Con esto concluye la demostracion del teorema. a
Ejemplo 6.7 Calcular el residuo de f(z) = e'/* en z = 0.
Solucion. Se tiene que el desarrollo de Laurent de f(z) = e'/# alrededor de z = 0 es
=Y
N nlzn’
n=0
luego el residuo de f(z) en z =0 es
Res [£(2)],_p = 1.
¢

El siguiente teorema nos garantiza que si una funcién posee un nimero finito de puntos
singulares en el interior de un contorno cerrado simple, éstos son aislados.

Teorema 6.4 Si una funcion f tiene sélamente un nidmero finito de puntos singulares interiores
a cierto contorno cerrado simple C, entonces éstos deben estar aislados.
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6.2.1 Calculo del Residuo

Cuando una funcion f(z) tiene una singularidad removible en zy su residuo es cero. Ahora,
cuando una funcion f(z) tiene una singularidad esencial en zy, la inica manera que podemos
determinar el residuo en dicho punto consiste en obtener el desarrollo de Laurent alrededor de zg
y elegir el coeficiente apropiado.

Pero si la funcion tiene un polo en zy no es necesario obtener todo el desarrollo de Laurent
alrededor de zy para encontrar el coeficiente que buscamos. Existen diversos métodos de los que
podemos echar mano siempre y cuando sepamos que la singularidad es un polo.

Calculo del Residuo en un Polo

El siguiente teorema nos permite identificar si un punto zg es un polo de f(z) y, ademés, nos dice

como calcular Res [f(z)],_,, -

Teorema 6.5 Sea f(z) una funcién de variable compleja. Supongamos que para cierto entero
positivo m, la funcion

¢(2) = (z = 20)" f ()

se puede definir en zo de modo que sea analitica ahi y ¢(z9) # 0. Entonces f(z) tiene un polo de
orden m en zy. Su residuo ahi estd dado por la formula

¢ (z0)
Res [f(z)]z:zo = (mi—l)(!)’ (6.5)
sim > 1, y por la formula
Res [f(2)].—s, = ¢(20) = lim (z — 20)" f(2), (6.6)

stm=1.

Demostracion. Sea f(z) una funcién que tiene un polo de orden m en zy. Se define una nueva
funcién ¢(z) por medio de la ecuacién

¢(2) = (2 = 20)" f (2).

De la ecuacion (6.2) se deduce que

B(2) = b +bm_1(2 — 20) + bn_a(z — 20)% +--- + b1 (2 — 20)™ " + Z an(z —20)™™™  (6.7)

n=0

para todo 0 < |z — 2| < r1, donde b, # 0; por tanto, el punto zy es un punto singular removible
de la funcién ¢(z). Se escribe ¢(zp) = by, para hacer la funcién ¢(z) analitica en zg. Luego

6(e0) = lim (= = 20)" £(2) = b

z

Puesto que este limite existe y b, # 0, se deduce que f(z) tiende a infinito cuando z se aproxima
a 2Q.
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La funcién ¢(z) se puede utilizar por tanto, para determinar el residuo de f(z) en el polo 2.
Este residuo es el coeficiente by en la serie de Laurent (6.2). Como en la expresién (6.7) es ahora
la serie de Taylor para ¢(z) alredeor de zy, el residuo de f(z) en zy estd dado por la férmula

o1 (z)
(m—1)! "~

Cuando m = 1, esta expresién para el residuo de f(z) en el polo simple 2y se puede describir

Res [£(2)]., = (z0) = Jim (= = 20)" (2).

Res [f(z)]Z:ZO =

Se supone ahora que se proporciona simplemente una funcién f(z) tal que el producto

(2 —20)" f(2)

se puede definir en zy de tal manera que ahi sea ananitica. Como antes m es un nimero positivo.
Se denota por ¢(z) el producto anterior. Entonces, en algin disco abierto alrededor de 2z,

(m) (4
¢(2) = (2 — 20)" f(2) = ¢(20) + &' (20) (2 — 20) + -+ + L(,O)(Z —z20)" A+

m:

Consecuentemente, en cada punto excepto zy en ese disco,

(=) ¢'(20) ¢m=D(z) o™ n—m
A E L e e e R Zm SR
Si ¢(z9) # 0, se deduce que f(z) tiene un polo de orden m en zy cuyo residuo estd dado por la
ecucacién (6.5) o (6.6). O

Se nota que las condiciones del teorema se satisfacen siempre que f(z) tenga la forma

¢(2)

(z — 20)™

f(z) =

Y

donde la funcién ¢(z) es analitica en zy y ¢(z0) # 0.

z

Ejemplo 6.8 Hallar el residuo de f(z) =

en cada uno de sus puntos singulares.
sen z

z

Solucion. Los puntos singulares aislados de f(z) = son:

sen z

Zn = NT n=0,%+1,£2,...
ademds, cada z, es un polo simple de f(z). Definamos la funcién ¢,(z) como

(z — zp)e?

On(2) = (2 = 20)f(2) = —————, 27 2.

sen z
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Se tiene que ¢, (z) es una funcién que puede definirse en cada z, de modo que sea analitica y
¢n(zn) # 0. Ahora, el residuo de f(z) en cada polo simple z, es

Res[/(2)].., = Jim 6,(2)
. [(z - zn)ez}

z—zn sen z
_ (z — 2z + 1)€?
= lim |2 T )C
v [ cos z
enﬂ'
- cos(nm)

6.2.2 Teorema de los Residuos

El siguiente teorema nos permite calcular la integral a lo largo de un contorno cerrado simple,
de una funcién analitica en el contorno y en su interior, salvo para un numero finito de puntos
singulares interiores a €l.

Teorema 6.6 (Teorema de los Residuos) Sea C un contorno cerrado simple, dentro y sobre
el cual una funcion f es analitica excepto para un nimero finito de puntos singulares z1, zo, . . ., zZn
interiores a C. Entonces

/Cf(z)dz = 2mi (Res [f(2)].—., + Res[f(2)].—., + -+ + Res [f(z)}Z:Zn) )

Aplicaciéon del Teorema de los Residuos

Se utilizard el Teorema de los residuos para calcular la integral de una funcién f(z), a lo largo de
un contorno que posee en su interior un nimero finito de puntos singulares de f(z).

z—2
—d
/C(z—l)z %

donde C' es la circunferencia |z| = 3 orientada positivamente.

Ejemplo 6.9 Calcular la integral

Solucidon. Sea f(z) = ﬁ Los puntos singulares de f son z; = 0 y 290 = 1. Se observa que
ambos son puntos interiores de C, ademas, z; y z2 son polos simples de f. De esta forma,

Res[f(2)]._., =2
y
Res [f(z)]Z:ZQ =-1

Como z1 y 29 son puntos singulares aislados de f y f es una funcién analitica en C' y en su
interior, salvo en z; y 29, entonces por el Teorema de los Residuos

z—2 ]
[ it = emi (Rl + Res (1021

= 2m.
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Ejemplo 6.10 Calcular la integral

/(1+z+22) (e%—l—ezlj—i-e;j) dz,
c

donde C' es un contorno cerrado simple que contiene en su interior a los puntos 0, 1 y 2.

Solucion. Sean f1(z), fa(z) y f3(z), funciones definidas respectivamente como

fi(z) = (1 + 2z + 22)el/?
fa(2) = (1 + 2 + 22)el/*71
fa(z) =1+ 2+ 22)61/2_2,

luego
f(2) = f1(2) + fa(2) + f3(2).

Calculemos el residuo de f(z) en z = 0. Se tiene que fa(z) y f3(z) son analiticas en z = 0, luego
poseen desarrollo de Maclaurin. De esta forma, el residuo de f(z) en z = 0 viene dado por el
coeficiente de 27! en el desarrollo de Laurent de fi(z) alrededor de z = 0,

o0
1
_ 2 - .n
filz) =1+ z+ 2 Zn!z ]
n=0
SODEEED DEECES DL E N PIEpS
n=0 n=0 n=0
de donde se deduce que
1 1 10
R g=14+=-4+==—
es[f(2)].—o + 5 + 5= 6

Calculemos el residuo de f(z) en z = 1. Se tiene que fi(z) y f3(z) son analiticas en z = 1,
por lo tanto poseen desarrollo de Taylor alrededor de z = 1. De esta forma, el residuo de f(z)
viene dado por el coeficiente de (z —1)~! en el desarrollo de Laurent de f2(z) alrededor de z = 1,

n=0 "

3 =1
Zn—z—l +Z 1>1_”+ZE(2_1)H’ 0<|z—1|<1
n=0

de donde se deduce que
3

Res[f(2)],., =3+ =+ 28

1
26 6
Calculemos el residuo de f(z) en z = 2. Se tiene que fi(z) y f2(z) son analiticas en z = 2,
por lo tanto poseen desarrollo de Taylor alrededor de z = 2. De esta forma, el residuo de f(z)
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viene dado por el coeficiente de (2 —2)~! en el desarrollo de Laurent de f3(z) alrededor de z = 2,

ﬁ@»=&+5@—2ﬂ4z—m%[Ej%u—arﬂ

n=0 "
- 7 -n - b 1-n - 1 2—n
:§:Eﬂz—% +§:E#z—% +§:Eﬂz—@ , 0<|z—2<1
n=0 n=0 n=0
de donde se deduce que
5 1 58
Res[f(2)],_o =7+ 3 + 5= %"

En conclusién,

/(1 bt 2) (ef 4 et o) dz = 2mi [Res [f(2)]._g + Res [f(2)].—, + Res [/(2)].)
C

10 28 58
=omi | = + = + = | = 32mi.
Z[ 6 6 6 ] sam

6.3 Expansion en fracciones parciales

Otra aplicacién de gran importancia del calculo de residuos, es la expansién en fracciones parciales
de algunas funciones racionales particuales. La expansién en fracciones parciales se aplica a
funciones racionales propias; en otras palabras, a funciones del tipo

bt bzt by M
 aptarz++ 2N

f(z) : (6.8)
donde M < N. La expansion en fraccionales parciales consiste en expresar la funcién f(z), dada
en la ecuacién (6.8), como una suma de fracciones simples. El siguiente teorema nos muestra

explicitamente la forma de la expansion en fracciones parciales, dependiendo de la multiplicidad
de los polos de f(z).

Teorema 6.7 Sea f(z) una funcion racional propia dada por (6.8). Sean py los polos de f(z)
y i sus multiplicidades respectivas, para k = 1,2,...,T, donde T es un entero positivo tal que
S 7 = N. Entonces:

(1) Si todos los polos de f(z) son simples, la expansion en fracciones parciales de f(z) es:

Ay As AN

z) = + +ooit —, 6.9
A ) R e I ey (69

donde los numeros complejos Ay, denominados coeficientes, se calculan como
Ak = Res [f(z)}z:pk = [(Z - pk)f(z)”z:pk ) (610)

para k=1,2... N.
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(ii) Si todos los polos de f(z) son simples, excepto el polo p; que es de orden r; > 2, la expansion
en fracciones parciales de f(z) es:

. A1 A2 Al—l
=) = (z—p1) (2 —p2) (z — pi-1)
Ay Ao L
(z —m) - (z —m)? (z —py)m (6.11)
A At
oy Gopr)
donde
Ap = Res [f(2)].—p, = [z =) FR)]l=p, (6.12)
para k=1,2...., T yk#I;y
1 dri—Fk) .
s = () e (=S (613
z=py

para k=1,2,...,r.




