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Tema 8

Introduccion a las Senales

8.1 Funciones Generalizadas

8.1.1 Ampliacion del concepto de funcién

En diferentes cuestiones del Anélisis resulta necesario interpretar el término funcién con diferente
grado de generalidad. A veces se consideran funciones continuas, en otros casos es preciso suponer
que se trata de funciones diferenciables una o varias veces, etc. Sin embargo, en muchos casos
el concepto clasico de funcién resulta insufiente, aun cuando sea interpretado en el sentido maés
general, esto es, como una regla cualquiera que a todo valor x del dominio de definicién de esta
funcién pone en correspondencia un nimero y = f(x). He aqui dos ejemplos importantes.

1. Es cémodo determinar la distribuciéon de masas a lo largo de una recta mediante la densidad
de esta distribucién. Sin embargo, si la recta tiene puntos que llevan masas positivas, esta
claro que la densidad de esta distribucién no se puede describir de antemano con ninguna
funcién corriente.

2. Aplicando el aparato del Andlisis Matemé&tico a unos u otros problemas, tropezamos con
situacionbes, cuando no se pueden efectuar unos u otras operaciones del Analisis; por ejem-
plo, una funcién que no tenga derivada (en varios o incluso en todos los puntos) no se
puede derivar, si por derivada se entiende una funcién corriente. Claro estd que las di-
ficultades de este orden se podrian evitar limitnadose a considerar solamente funciones,
digamos, analiticas. Sin embargo, tal restriccién del conjunto de funciones admisibles no
es, en muchos casos, deseable.

Para establecer una teoria formal de las funciones generalizadas es necesario contar con her-
ramientos del Anélisis Funcional, las cuales no estan al alcance de este curso. Concretamente,
estudiaremos la funcién ¢ que con mucha frecuencia se utitiliza para generalizar funciones.

8.1.2 Funcién §

Denotaremos con K al conjunto de funciones ¢ : ® — R continuas. La funcién §, denota con
0(t), se define como aquella funcién que satisface

/ " ()(t) dt = o (0), (8.1)
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para toda ¢ € K vy, ademads, §(t) = 0 para todo ¢t # 0 y 0(t) se convierte en infinito en el punto
t = 0. Si consideramos ¢(t) = 1, de la ecuacién (8.1) se deduce

/ s dt = 1. (8.2)

Enumeremos algunas otras propiedades de la funcién d que se deducen facilmente de su definicién.
1. [°_4(t)dt =1, para todo € > 0.

2. [% 0(t —a)p(t)dt = p(a), para toda ¢ € K y toda a € R.

Obtencién de funciones generalizadas a través de la funcién 0

En si, la funcién § es una funcién generalizada ya que estamos suponiendo que ella existe en
t = 0. Por ello, toda funcién que involucre la funcién § se considerara una funcién generalizada;
por ejemplo,

é(t), t=0
fit)y=1<t, t>0
0, en otro caso.

Esta es una manera directa de obtener funciones generalizadas empleando la funcién 0, pero
también se utiliza la § para definir las derivadas de funciones en puntos donde éstas no son
derivables. Sea f(t) una funcién que en los puntos t1, 2, ts, ... tiene saltos iguales a hq, ho, hs, ...
respectivamente y es diferenciable en los demds puntos, su derivada representa la suma de la
derivada corriente f’ (en los puntos donde ésta existe) mds la suma de tipo

Z hid(t — t).
k

El siguiente ejemplo ilustra este procedimiento.

Ejemplo 8.1 Sea f(t) definda como

-2, t< =2

t, —2<t<?
ft) =

2, 2<t<3

1, t>3.

Encontrar explicitamente f(t).

Solucion. Los puntos donde f(t) no posee derivada, en forma ordinaria, son: -2, 2 y 3. De esta
forma, la derivada de f(t), vista como una funcién generalizada, es

f/(t) = p(t) —26(t +2) +26(t — 2) + 6(t — 3),

donde
1, —2<t<?2

t) =
) {O, en otro caso.
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8.2 Senales

Definicién 8.1 (Senal) Una serial es una funcion que representa la variacion en el tiempo de
alguna variable fisica.

Definicion 8.2 La funcion que se elige para describir una senal es llamada representacion de la
senal. El proceso de construir una representacion de la senal se llama modelado de la senal. La
representacion de la senal se llama también el modelo de la senal.

Definicién 8.3 (Senal continua) Una senal que depende de una variable real t y que modela
una variable fisica que se desarrolla en el tiempo real se llama senal continua. La senales continuas
son denotadas por una funcion con la varibale real t como argumento como en: z(t).

Definicién 8.4 (Senal discreta) Una senal que depende de una variable discreta n y que mode-
la una variable fisica que se desarrolla en el tiempo discreto se llama senal discreta. La senales
discretas se denotan por una funcion con un entero n como argumento como en: x(n).

8.2.1 Senales de uso comun

Seguidamente se expondran las seniales que se emplean con mayor regularidad.

Impulso unitario continuo y discreto
El impulso unitario discreto, denotado por d(n), se define como
1, =0
oy =< "
0, n#0.

El impulso unitario continuo, denotado por 4(¢), es la funcién ¢ definida por (8.1).

Escalén unitario continuo y discreto

El escal6n unitario discreto, denotado por u(n), se define como

1, n>0

un) = {0, n < 0.

El escalén unitario continuo, denotado por u(t), se define como

1, t>0

u(t) = {0, t<0.

De las propiedades de las funciones generalizadas se deduce que

du(t)
dt

= 5(t) (8.3)

u(t) = /_ " s ar. (8.4)
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Pulso rectangular
La senial pulso rectangular, denotada por pp(t), se define, para T > 0, como

1, - T<t<T
pr(t) =

0, en otro caso.

Pulso triangular

La senal pulso triangular, denotada por ¢r(t), se define, para T > 0, como
t

+1, -T<t<0
qr(t) = ., 0<t<T

1
0, en otro caso.

Funcién signo
La funcién signo, denotada por sgn (), se define como

1, t>0
sgn<t>:{ ~

~1, t<0.

Pulso exponencial

La senial pulso exponencial, denotada por Exp (¢), se define como

Ae™ @t t>0
EXp“)::{o t<0

donde A >0y a > 0.

8.2.2 Escalamiento de tiempo y desplazamiento en el tiempo

Todos los conceptos que a continuacién daremos se expondran para senales continuas. Estos
conceptos se extienden sin ningtin cambio para senales discretas.

Definicién 8.5 Dada la senial x(t), la senal Z(t) = x(et) se dice que estd escalada en el tiempo.
Si e <0, la escalada de tiempo, en este caso, se denomina inversion en tiempo.

Ejemplo 8.2 Consideremos el escalon unitario u(t). Sea x(t) = u(—t). Vemos que x(t) es la
inversion en tiempo de u(t),

1, t<0

0, ¢>0.

Definicién 8.6 Dada la senal z(t), decimos que la senal Z(t) = x(t —b) es la version desplazada
en tiempo de x(t) 6, simplemente, x(t) desplazada en tiempo. Si b > 0, decimos que el desplaza-
miento en tiempo es un desplazamiento hacia la derecha. Sib < 0, decimos que el desplazamiento
en tiempo es hacia la izquierda.
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Ejemplo 8.3 Consideremos el pulso rectangular ps(t). Sea x(t) = ps(t +1). Vemos que x(t) es
ps(t) desplazado una unidad hacia la izquierda,

1, 6<t<4

0, en otro caso.

2(t) = ps(t+1) = {

8.3 Convolucion de senales

En esta seccién introduciremos el concepto de convolucién. Definiremos convolucién como una
operacién que envuelven dos sefiales arbitrarias

Definicién 8.7 (Convolucién de senales discretas) Sean h(n) y z(n) dos senales discretas.
La convolucion entre x(n) y h(n), denotada por x(n) * h(n), es una senal definida como:

o0

z(n)xh(n) = > w(k)h(n — k). (8.5)

k=—o00

El siguiente ejemplo ilustra la definicién de convolucién de senales discretas.
Ejemplo 8.4 Sean xz(n) = (1/2)"u(n) + 2"u(—n) y h(n) = u(n). Calcular y(n) = x(n) * h(n).

Solucion. Segun la definicién de z(n) * h(n) y de la definicién del escalén unitario, se tiene que

ym)::kéi:dmmn—k)
= k_f: [(1 /2)%u(k) + 2ku(—k)] u(n — k)
— kﬁi u/mkuuguuz—k)+k§§ 2 u(—k)u(n — k)
_ é;upﬁmn_@+?§:fmm—k) (8.6)

Para cada n, la ecuacién (8.6) tiene un valor (si existe). Veamos que valor alcanza y(n) para
n < 0. Supongamos que n < 0, asi de (8.6) y de la definicién del escalén unitario se tiene

0 n 00
y(n) = Z *u(n — k) = Z ok — Z (1/2)k
k=—o00 k=—o00 k=—n
[ee} 2 —n—1
= E;U/mk—»1:+%—%<%) +-~—k(%> ]

1—

I 1- (%)771 _ gntl
1-1 '

1
2
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Para n =0,
0 00
y0) = 3 2ul-k) =3 (12 =2
k=—o00 k=0
Para n > 0,
n 0
i) = Sk + 3 2
k=0 k=—o00
= > /24> /2)F
k=0 k=0
= 4-2"

De esta forma,

(n) ontl n<0
n)=
Y 4-27" n>0

0, equivalentemente,
y(n) = 2" u(—n) + (4 — 27" u(n — 1).

Definicién 8.8 (Convolucién de senales continuas) Sean h(t) y x(t) dos seriales continuas.
La convolucion entre x(t) y h(t), denotada por x(t) * h(t), es una senal definida como:

2(8) * h(t) = / T et — ) dr (8.7)

—00

El siguiente ejemplo ilustra la definicién de convolucion de sefiales continuas, ademads, demuestra
que la convolucién no es, en general, conmutativa.

Ejemplo 8.5 Sean x(t) = u(t) —u(t — 1) y h(t) = u(—t) —u(—t —1). Calcular y(t) = x(t) * h(t)
y91(t) = h(t) x (1)

Solucion. Calculemos primero y(t). De (8.7) y de la definicién del escalén unitario se tiene que

y(t) = /OO x(T)h(t — T)dr

—00

= /OO [u(r) —u(r — )] h(t —71)dr

= /:iu(T)h(t—T)dT—/_O;u(T—l)h(t—T)d'r
- /Oooh(t—T)dT—/looh(t—T)dT
-/ bt~ ) dr (8:8)

Por otra parte, h(t) # 0 sélamente para —1 < ¢ < 0, luego h(t —7) #Oparat <7 <1+t yt
fijo. De esta forma, si ¢ < —1 entonces h(t — 7) = 1 para t < 7 < 0, luego por (8.8) se tiene que
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y(t) =0. Para -1 <t <0, h(t—7)=1sit<7<14+tcon0<1+t<]1,luego por (8.8) se
tiene que

1+t
MU:/‘ch:1+t
0

Para0<t<1,h(t—7)=1sit<7<1l4tconl<1l+t<2 luego por (8.8) se tiene que

y(t):/tldT:I—t.

Parat > 1, h(t—7)=1sit <7 <14tconl+t>2 luego por (8.8) se tiene que y(t) = 0. Por
lo tanto,
1+¢, —1<t<0

yt)={1—t, 0<t<1

0, en otro lugar.

Se deja al lector verificar que y1(t) = h(t) * z(t) es:

2+t —-2<t<-1
yi(t) = —t, -1<t<0

0, en otro lugar.

con lo cual se demuestra que la convolucidon no es conmutativa para senales arbitarias.



